
IX-X анги Бодлого бүр 7 оноо | Бодох хугацаа:210 минут

Бодлого 1. Эерэг бүхэл 𝑛 тооны хувьд 3𝑛 − 2𝑛 тоо нь 𝑛-д хуваагддаг бол 𝑛 = 1 гэж батал.

Бодолт: Бодлогын нөхцөлийг хангах 𝑛 > 1 байдаг гэж эсрэгээс нь үзье. 𝑛-ийн хамгийн
бага анхны хуваагч 𝑝 байг. 𝑝 ∣ 𝑛 болон 𝑛 ∣ (3𝑛 − 2𝑛) нөхцөлүүдээс 3𝑛 ≡ 2𝑛 (mod 𝑝)
байна. Хэрэв 𝑝 = 2 эсвэл 𝑝 = 3 байвал 3𝑛 − 2𝑛 нь 2 болон 3-ын алинд ч хуваагдахгүй
тул 𝑝 ≥ 5 байх шаардлагатай. 𝑝 модулийн хувьд 2-ын урвууг 2−1 гэж тэмдэглээд, 𝑎 ≡
3 ⋅ 2−1 (mod 𝑝) гэж орлуулбал (3 ⋅ 2−1)𝑛 ≡ 1 (mod 𝑝) буюу 𝑎𝑛 ≡ 1 (mod 𝑝) болно. Одоо
𝑝 модулийн хувьд 𝑎-ийн эрэмбийг 𝑑 гэе (𝑑 = ord𝑝(𝑎)). Эрэмбийн чанар ёсоор 𝑎𝑛 ≡ 1
(mod 𝑝) тул 𝑑 ∣ 𝑛 байна. Фермагийн бага теоремоор 𝑎𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝) байх тул 𝑑 ∣ (𝑝 − 1)
байна. Эдгээрээс 𝑑 нь 𝑛 болон 𝑝−1 тоонуудын ерөнхий хуваагч болох ба 𝑑 ∣ gcd(𝑛, 𝑝 −1)
нөхцөл биелнэ. Бид анх 𝑝-г 𝑛-ийн хамгийн бага анхны хуваагч гэж сонгосон тул 𝑝 − 1-
ээс бага ямар ч анхны тоо 𝑛-ийг хуваахгүй. Иймээс 𝑛 болон 𝑝 − 1 нь харилцан анхны
буюу gcd(𝑛, 𝑝−1) = 1 болно. Эндээс 𝑑 = 1 гарах ба 𝑎1 ≡ 1 (mod 𝑝) байна. Үүнийг буцааж
задлавал 3 ⋅ 2−1 ≡ 1 (mod 𝑝) буюу 3 ≡ 2 (mod 𝑝) болох бөгөөд энэ нь 𝑝 ∣ 1 гэсэн зөрчилд
хүргэнэ. Тиймээс зөвхөн 𝑛 = 1 байх шаардлагатай нь батлагдаж байна.

Дүгнэх аргачлал: Бүтэн бодолт 7 оноо. Хэсэгчилсэн оноог дараах байдлаар өгнө.
(1) Эсрэгээс нь таалж, 𝑛 > 1 үед 𝑛-ийн хамгийн бага анхны хуваагч 𝑝-г авах санаа гарга-

хад 1 оноо.

(2) 𝑝 ∣ (3𝑛 − 2𝑛) буюу 3𝑛 ≡ 2𝑛 (mod 𝑝) гэж гаргаж, 𝑝 ≥ 5 болохыг харуулахад 1 оноо.

(3) Эрэмбэ 𝑑 = ord𝑝(𝑎) оруулж ирэн, 𝑑 ∣ 𝑛 болон Фермагийн бага теоремоор 𝑑 ∣ (𝑝 − 1)
болохыг харуулахад 2 оноо.

(4) 𝑝 нь 𝑛-ийн хамгийн бага анхны хуваагч тул gcd(𝑛, 𝑝 − 1) = 1 болохыг үндэслэлтэй
тайлбарлахад 1 оноо.

(5) (𝑛, 𝑝 − 1) = 1-ээс 𝑑 = 1 гарч, 3 ≡ 2 (mod 𝑝) буюу 𝑝 ∣ 1 гэсэн зөрчилд хүрч баталгааг
бүрэн дуусгахад 1 оноо.

(6) Шууд зөв хариу 𝑛 = 1 гэж бичсэн бол оноо өгөхгүй. (Жижиг тооны алдаа эсвэл дутуу
тайлбарт -1 оноо)

Бодлого 2. 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 нь дурын бодит тоонууд байг. Дараах тэнцэл бишийг батал:

𝑥1
1 + 𝑥21

+ 𝑥2
1 + 𝑥21 + 𝑥22

+ ⋯ + 𝑥𝑛
1 + 𝑥21 + ⋯ + 𝑥2𝑛

< √𝑛.

Бодолт: 𝑆𝑛 = 1 + 𝑥21 + ⋯ + 𝑥2𝑛 гэе. (𝑆0 = 1)
Тэнцэтгэл бишийг дараах хэлбэрт шилжүүлэн бичвэл:

𝑥1
𝑆1

+ 𝑥2
𝑆2

+ ⋯ + 𝑥𝑛
𝑆𝑛

< √𝑛

болохыг батлах шаардлагатай.
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Чебышевийн тэнцэтгэл бишийг ашиглан

(
𝑛
∑
𝑖=1

𝑥𝑖
𝑆𝑖
)
2
≤ 𝑛 (

𝑛
∑
𝑖=1

𝑥2𝑖
𝑆2𝑖

)

болно. Иймд∑𝑛
𝑖=1

𝑥2𝑖
𝑆2𝑖 < 1 болохыг батлахад хангалттай. 𝑥2𝑖 = 𝑆𝑖 − 𝑆𝑖−1 байна.

Одоо ∑𝑛
𝑖=1

𝑆𝑖−𝑆𝑖−1
𝑆2𝑖 < 1 тэнцэтгэл бишийг баталъя. 𝑆𝑛 нь монотон үл буурах дараалал

тул 𝑆2𝑖 ≥ 𝑆𝑖 ⋅ 𝑆𝑖−1 байна.
𝑛
∑
𝑖=1

𝑆𝑖 − 𝑆𝑖−1
𝑆2𝑖

≤
𝑛
∑
𝑖=1

𝑆𝑖 − 𝑆𝑖−1
𝑆𝑖 ⋅ 𝑆𝑖−1

=
𝑛
∑
𝑖=1

( 1
𝑆𝑖−1

− 1
𝑆𝑖
) = 1

𝑆0
− 1
𝑆𝑛

= 1 − 1
𝑆𝑛

< 1

Иймд уг тэнцэл биш батлагдлаа.

Дүгнэх аргачлал: Бүтэн бодолт 7 оноо. Хэсэгчилсэн оноог дараах байдлаар өгнө.
(1) 𝑆𝑛 = 1 + 𝑥21 + ⋯ + 𝑥2𝑛 тэмдэглэгээг ашиглаж, бодох шаардлагатай тэнцэтгэл бишийг

∑𝑛
𝑖=1

𝑥𝑖
𝑆𝑖 < √𝑛 хэлбэрт зөв шилжүүлэн томьёолоход 1 оноо.

(2) Коши-Буняковский (эсвэлЧебышев/Дундаж)-ийн тэнцэтгэл бишийг ашиглан (∑𝑛
𝑖=1

𝑥𝑖
𝑆𝑖 )

2
≤

𝑛 (∑𝑛
𝑖=1

𝑥2𝑖
𝑆2𝑖 ) үнэлгээг гаргаж, батлах зүйлийг ∑

𝑛
𝑖=1

𝑥2𝑖
𝑆2𝑖 < 1 болгоход 2 оноо.

(3) 𝑥2𝑖 = 𝑆𝑖 − 𝑆𝑖−1 чанарыг ашиглан гишүүн тус бүрийг 𝑆𝑖 − 𝑆𝑖−1 хэлбэрт оруулахад 1 оноо.

(4) 𝑆2𝑖 ≥ 𝑆𝑖 ⋅ 𝑆𝑖−1 үнэлгээг ашиглан 𝑆𝑖−𝑆𝑖−1
𝑆2𝑖 ≤ 1

𝑆𝑖−1 −
1
𝑆𝑖 гэсэн хэлбэрт оруулахад 2 оноо.

(5) 𝑆0 = 1 гэдгээс∑𝑛
𝑖=1 ( 1

𝑆𝑖−1 −
1
𝑆𝑖) = 1− 1

𝑆𝑛 < 1 болохыг харуулж, баталгааг бүрэн дуусгахад
1 оноо.

(6) Тэнцэтгэл бишийг батлахдаа гаргасан жижиг алдаа бүрд -1 оноо.

(7) Шууд баталгаагүйгээр ”үнэн” гэж бичсэн бол оноо өгөхгүй.

Бодлого 3. 𝐴𝐵𝐶 гурвалжны 𝐴𝐶 тал дээр 𝐷 цэгийг авав. 𝐵 оройг дайрсан, 𝐴𝐶 талыг
𝐷 цэгт шүргэх тойрог 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 шулуунуудыг харгалзан 𝐸, 𝐹 цэгүүдэд огтлов. 𝐴𝑇 нь 𝐷𝐹 -
тэй параллель, 𝐶𝑇 нь 𝐷𝐸-тэй параллель байхаар 𝑇 цэгийг авав. 𝐷𝑇 шулуун нь 𝐷𝐸𝐴
гурвалжныг багтаасан тойргийг шүргэнэ гэж батал.

Бодолт: 𝐸-г 𝐹 -тэй холбоё. 𝐸𝐹 ∩ 𝐴𝑇 = 𝐾 гэе. Мөн адил 𝑇𝐶 ∩ 𝐸𝐹 = 𝑀 гэе. ∠𝐹𝐸𝐷 = 𝛼 гэвэл
𝜔 тойрог 𝐴𝐶-г шүргэх учир ∠𝐹𝐷𝐶 = 𝛼 байна. 𝐹𝐷 ∥ 𝐴𝑇 ⟹ ∠𝑇𝐴𝐷 = 𝛼 .

∠𝑇𝐴𝐷 = 𝛼 ба ∠𝐹𝐸𝐷 = 𝛼 ⟹ 𝐾𝐸𝐴𝐷 дөрвөн өнцөгт тойрогт багтана. Энэхүү багтаа-
сан тойргийг нь 𝜔1 гэе.

𝐸𝐴𝐷 гурвалжныг багтаасан тойрог 𝑇𝐷-г шүргэнэ гэж батлах учир 𝜔1 тойргийг шүр-
гэнэ гэж батлахад хангалттай. 𝐾 -г 𝐷-тэй холбоё. Мөн адил ∠𝐸𝐹𝐷 = 𝛾 гэвэл шүргэгч
учир ∠𝐴𝐷𝐸 = 𝛾 байна. 𝑇𝐶 ∥ 𝐸𝐷 учир ∠𝑀𝐶𝐷 = 𝛾 .

∠𝑀𝐶𝐷 = 𝛾 ба ∠𝑀𝐹𝐷 = 𝛾 ⟹ 𝑀𝐹𝐶𝐷 дөрвөн өнцөгт тойрогт багтана. Түүнийг
багтаасан тойргийг 𝜔2 гэе. 𝜔2 тойргийн хувьд 𝐹𝐶 нумд тулсан өнцгүүд тэнцүү тул

∠𝐹𝐷𝐶 = 𝛼 ⟹ ∠𝐹𝑀𝐶 = 𝛼 ⟹ ∠𝑇𝑀𝐾 = 𝛼.
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∠𝐴𝐸𝐷 = 𝛽 гэвэл 𝐸𝐷𝐹𝐵 дөрвөн өнцөгт тойрогт багтах учир гадаад өнцгийн чанараар
∠𝐷𝐹𝐵 = 𝛽 ⟹ ∠𝐷𝐹𝐶 = 180∘ − 𝛽 . 𝜔2 тойргийн хувьд 𝐷𝐶 нумд тулсан

∠𝐷𝐹𝐶 = 180∘ − 𝛽 ⟹ ∠𝐷𝑀𝐶 = 180∘ − 𝛽 ⟹ ∠𝑇𝑀𝐷 = 𝛽.
𝜔1 тойргийн хувьд 𝐴𝐷 нумд тулсан

∠𝐴𝐸𝐷 = 𝛽 ⟹ ∠𝐴𝐾𝐷 = 𝛽 ⟹ ∠𝑇𝐾𝐷 = 180∘ − 𝛽.
∠𝑇𝑀𝐷 = 𝛽 ба ∠𝑇𝐾𝐷 = 180∘ − 𝛽 ⟹ 𝐾𝐷𝑀𝑇 дөрвөн өнцөгт тойрогт багтана.

Иймд 𝐾𝑇 нумд тулсан өнцгүүд тэнцүү тул ∠𝐾𝑀𝑇 = 𝛼 ⟹ ∠𝐾𝐷𝑇 = 𝛼 .
Эцэст нь, ∠𝐾𝐷𝑇 = 𝛼 ба ∠𝐾𝐸𝐷 = 𝛼 байгаа тул 𝜔1 тойргийн хувьд 𝐷𝑇 нь шүргэгч

болно. Өөрөөр хэлбэл, 𝐷𝑇 шулуун нь 𝐷𝐸𝐴 гурвалжныг багтаасан тойргийг шүргэх нь
бүрэн батлагдлаа.

𝛼

𝛾

𝐴

𝐸
𝐷

𝐾

𝑇
𝑀

𝐵 𝐹
𝐶

𝜔

𝜔1

𝜔2

Дүгнэх аргачлал: Бүтэн бодолт 7 оноо. Хэсэгчилсэн оноог дараах байдлаар өгнө.
(1) 𝐶𝐹𝑁𝐷, 𝐴𝐸𝑁𝐷 дөрвөн өнцөгтүүдийг тойрогт багтана гэж харуулахад 1 оноо

(2) 𝐷𝑁𝑇𝑀 дөрвөн өнцөгт тойрогт багтана гэж харуулбал бол 3 оноо

(3) ∠𝑇𝐷𝐸 = ∠𝐷𝐴𝐸 гэж харуулахад 3 оноо

(4) Ижил чанартай үр дүнд ижил оноо өгнө.

Бодлого 4. {1, 2, … , 𝑘} олонлогийг үл огтлолцох хоёр дэд олонлогийн нэгдэлд бичих
бүрд аль нэг дэд олонлогоос нь үржвэр нь нийлбэртээ хуваагддаг хоёр тоог сонгож
чаддаг байх хамгийн бага 𝑘 эерэг бүхэл тоог ол.

Бодолт: (𝑎, 𝑏) = 𝑑 гэвэл 𝑎 + 𝑏 ∣ 𝑎𝑏 ⟺ (𝑥 + 𝑦) ∣ 𝑑 болно. Иймд (𝑥, 𝑦) = 1 байх 𝑥 < 𝑦 ба
𝑘 ≥ 1 тоонуудын хувьд 𝑎 = 𝑘 ⋅ 𝑥(𝑥 + 𝑦), 𝑏 = 𝑘 ⋅ 𝑦(𝑥 + 𝑦) хэлбэртэй байх ба 𝑏 ≤ 39 байх бүх
хосуудыг олбол (𝑥, 𝑦) = (1, 2) ⟹ 𝑎 = 3𝑘, 𝑏 = 6𝑘 (𝑘 = 1… 6):

(3, 6), (6, 12), (9, 18), (12, 24), (15, 30), (18, 36)
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(𝑥, 𝑦) = (1, 3) ⟹ 𝑎 = 4𝑘, 𝑏 = 12𝑘 (𝑘 = 1… 3): (4, 12), (8, 24), (12, 36)
(𝑥, 𝑦) = (2, 3) ⟹ 𝑎 = 10𝑘, 𝑏 = 15𝑘 (𝑘 = 1, 2): (10, 15), (20, 30)
(𝑥, 𝑦) = (1, 4) ⟹ 𝑎 = 5𝑘, 𝑏 = 20𝑘 (𝑘 = 1): (5, 20)
(𝑥, 𝑦) = (1, 5) ⟹ 𝑎 = 6𝑘, 𝑏 = 30𝑘 (𝑘 = 1): (6, 30)
(𝑥, 𝑦) = (2, 5) ⟹ 𝑎 = 14𝑘, 𝑏 = 35𝑘 (𝑘 = 1): (14, 35)
(𝑥, 𝑦) = (3, 4) ⟹ 𝑎 = 21𝑘, 𝑏 = 28𝑘 (𝑘 = 1): (21, 28) нийт 15 хос олдоно.
𝑘 ≤ 39 үед
𝐴 хэсэгт {4, 6, 9, 14, 15, 20, 21, 24, 36} тоонуудыг
𝐵 хэсэгт {3, 5, 8, 10, 12, 18, 28, 30, 35} тоонуудыг оруулах ба үлдсэн тоонуудыг 𝐴, 𝐵 хэс-

гүүдэд дураар хуваарилахад аль ч хэсгээс нөхцөлийг хангах тоонууд олдохгүй.
𝑘 = 40 болоходшинээр (10, 40), (24, 40) хосууд нэмэгдэнэ. Хоёр хэсэгт хувааж болдог

байг. Тэгвэл
(10, 40), (40, 24), (24, 12), (12, 6), (6, 30), (30, 15), (15, 10)

хосуудыг авч үзье. Хэрэв 10 ∈ 𝐴 гэж үзвэл

40 ∈ 𝐵 ⟹ 24 ∈ 𝐴 ⟹ 12 ∈ 𝐵 ⟹ 6 ∈ 𝐴 ⟹ 30 ∈ 𝐵 ⟹ 15 ∈ 𝐴
болно. Гэтэл 10 ∈ 𝐴 ба 15 ∈ 𝐴 болж зөрчил үүснэ. Иймд бодлогын нөхцөлийг хангах
хамгийн бага 𝑘 тооны утга 40 байна.

Дүгнэх аргачлал: Бүтэн бодолт 7 оноо. Хэсэгчилсэн оноог дараах байдлаар өгнө.
(1) (𝑎, 𝑏) = 𝑑 гэж тэмдэглэн, 𝑎 + 𝑏 ∣ 𝑎𝑏 ⟺ (𝑥 + 𝑦) ∣ 𝑑 болохыг харуулбал 1 оноо

(2) 𝑎 = 𝑘 ⋅ 𝑥(𝑥 + 𝑦), 𝑏 = 𝑘 ⋅ 𝑦(𝑥 + 𝑦) (𝑥 < 𝑦, (𝑥, 𝑦) = 1) ерөнхий хэлбэрийг гаргахад 1 оноо.

(3) 𝑏 ≤ 39 байх бүх боломжит (𝑥, 𝑦 , 𝑘) тохиолдлуудыг бүрэн шалгаж, яг 15 хос олдохыг
зөв жагсаан бичихэд 1 оноо.

(4) 𝑘 ≤ 39 үед 15 хосыг 2 хэсэгт салгаж чадах 𝐴, 𝐵 олонлог байгуулан, зөрчилгүй хуваалт
олдож байгааг харуулахад 1 оноо.

(5) 𝑘 = 40 үед 7 оройтой сондгой цикл (10 − 40 − 24 − 12 − 6 − 30 − 15 − 10) байгуулж, 2
хэсэгт заглах боломжгүйг (зөрчил үүсэхийг) батлахад 2 оноо.

(6) Хамгийн бага 𝑘 = 40 болохыг логик дараалалтайгаар эцсийн дүгнэлтээр бүрэн ба-
талж дуусгахад 1 оноо.

(7) Шууд баталгаагүйгээр ”40” гэж бичсэн тохиолдолд оноо өгөхгүй. (Жижиг тооцоол-
лын эсвэл жагсаалтын алдаа гаргасан бол -1 оноо).
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